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1 はじめに
当研究成果は，筆者が日新火災海上保険株式会社と九州大学大学院数理学研究院との共同研究
に携わる中で得たものであり，[3]で論文としてまとめられている．
事故年度 i，経過年数 jにおける累積支払保険金をCi,j (i, j = 1, . . . , n)とする．i+j 5 n+1に対
するCi,jが既知である状況で，i+j = n+2に対するCi,jの推定量 Ĉi,jを得る方法としては，チェーン
ラダー法がよく知られている．この推定量を用いると，例えば支払備金R =

∑n
i=2(Ci,n−Ci,n+1−i)

を R̂ =
∑n

i=2(Ĉi,n − Ci,n+1−i)で推定することができる．
支払備金Rを区間推定するために，Mackは [1, 2]で R̂の平均 2乗誤差mse R̂を推定する公式
を与えた．本論文の主結果はこのMackの公式を次の 2つの点で拡張する公式を与えることであ
る．1つめは，本論文で考えるモデルは，Mackモデルを一般化したものになっているという点で
ある．2つめは，本論文で与える公式は，R̂を含むはるかに広い推定量のクラスに対してその平
均 2乗誤差を求めることができるという点である．
以下では第 2節でMackの公式を復習した後，第 3節で主公式を述べる．証明はすべて省略し
たので，興味がある読者は，Mackの公式については原論文 [1, 2]または [4]を，その拡張である
当研究成果においては [3]を参照されたい．

2 Mackの公式

2.1 Mackモデル

Mackモデルでは，Ci,j (i, j = 1, . . . , n)を確率空間 (Ω,F , P )上定義された正の実数値を取る 2乗
可積分な確率変数と考え，これらに関して3つの仮定をおく．記述を簡単にするため，i, j = 1, . . . , n

に対して {Ci,1, . . . , Ci,j}が生成する σ加法族を Gi,jと書く．
最初の仮定は事故年度に関する独立性である：

仮定 2.1 G1,n, . . . , Gn,nは独立である．

次の仮定はチェーンラダー法における基本的な仮定である：

仮定 2.2 各 j = 1, . . . , n − 1に対して正の定数 fjが存在し，任意の i = 1, . . . , nに対して次が
成立する：

E[Ci,j+1|Gi,j] = Ci,jfj．

最後の仮定はCi,jの分散に関するものであり，後で述べるようにMackモデルがチェーンラダー
法を正当化する理由といえる：
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仮定 2.3 各 j = 1, . . . , n − 1に対して正の定数 vjが存在し，任意の i = 1, . . . , nに対して次が
成立する：

V (Ci,j+1|Gi,j) = Ci,jvj．

以下でしばしば用いるσ加法族を定義しておく．{Ci,j | i+j 5 n+1}が生成するσ加法族をDと
する．これは現時点での情報量を表す．また，j = 1, . . . , nに対して{Ci,k | i+k 5 n+1, 1 5 k 5 j}
が生成する σ加法族を Bjとする．

2.2 Mackモデルにおける点推定

2.2.1 fjの推定

fjはチェーンラダー法によって推定する：

推定 2.4 j = 1, . . . , n − 1に対して fjを次で推定する：

f̂j =
C1,j+1 + · · · + Cn−j,j+1

C1,j + · · · + Cn−j,j

．

この推定量を用いることは次の命題で正当化される：

命題 2.5 j = 1, . . . , n− 1を固定し，和が 1であるようなBj可測な非負確率変数 λ1, . . . , λn−j

を用いて

λ1
C1,j+1

C1,j

+ · · · + λn−j
Cn−j,j+1

Cn−j,j

と書ける量を考えると，次が成立する：

(1) f̂jはこのように書ける．

(2) このように書ける量はすべて fjの不偏推定量である．特に f̂jは fjの不偏推定量である．

(3) 上のように書ける量のうち，f̂jは V (·|Bj)および V (·)を最小にする．この意味で f̂jは最
良推定量である．

注意 2.6 この命題の証明では，仮定 2.3が本質的に用いられている．
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2.2.2 vjの推定

推定 2.7 j = 1, . . . , n − 2に対して vjを

v̂j =
1

n − j − 1

n−j∑
i=1

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j

− f̂j

)2

で推定し，vn−1を

v̂n−1 = min

{
v̂2

n−2

v̂n−3

, v̂n−2, v̂n−3

}
.

で推定する．

注意 2.8 上の v̂n−1の定義は n = 4の場合しか意味をなさない．nが小さい場合はランオフ三角
形以外の情報も用いるのが適切であろう．

この推定量を用いることは次の命題で正当化される：

命題 2.9 j = 1, . . . , n− 2に対してE[v̂j|Bj] = vjが成立する．したがってE[v̂j] = vjが成立す
る，すなわち v̂jは vjの不偏推定量である．

2.2.3 Ci,jの推定

推定 2.10 i + j = n + 2のとき，Ci,jを次で推定する：

Ĉi,j = Ci,n+1−if̂n+1−i · · · f̂j−1．

この推定量を用いることは次の命題で正当化される：

命題 2.11 i + j = n + 2のとき，次が成立する：

E[Ĉi,j|Bn+1−i] = E[Ci,j|D] = Ci,n+1−ifn+1−i · · · fj−1．

特にE[Ĉi,j] = E[Ci,j]である．

2.3 Mackモデルにおける区間推定：Mackの公式

i = 2, . . . , nとする．このとき，上で定義したCi,nの推定量 Ĉi,nの平均 2乗誤差 (mean squared

error)を次で定義する：
mse Ĉi,n = E

[
(Ci,n − Ĉi,n)2

∣∣D]．
平均2乗誤差を用いると，例えばCi,nの95%信頼区間を

(
Ĉi,n−3(mse Ĉi,n)1/2, Ĉi,n−3(mse Ĉi,n)1/2

)
などで推定することができる．

Mackは次のようなmse Ĉi,nの推定量を与えた：
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推定 2.12 i = 2, . . . , nに対してmse Ĉi,nを次で推定する：

Ĉ2
i,n

n−1∑
l=n+1−i

v̂l

f̂ 2
l

(
1

Ĉi,l

+
1∑n−l

m=1 Cm,l

)
．

また，支払備金R =
∑n

i=2(Ci,n −Ci,n+1−i)の推定量 R̂ =
∑n

i=2(Ĉi,n −Ci,n+1−i)の平均 2乗誤差
mse R̂ = E

[
(R − R̂)2

∣∣D]も次のように推定した：
推定 2.13 mse R̂を次で推定する：

n∑
i=2

(
Ĉ2

i,n

n−1∑
l=n+1−i

v̂l

f̂2
l

(
1

Ĉi,l

+
1∑n−l

m=1 Cm,l

))
+ 2

n−1∑
i=2

Ĉi,n

(
n∑

i′=i+1

Ĉi′,n

)(
n−1∑

l=n+1−i

v̂l

f̂ 2
l

∑n−l
m=1 Cm,l

)
．

3 Mackの公式の拡張

3.1 Mackモデルの拡張

Mackモデルの仮定には仮定 2.1，仮定 2.2，仮定 2.3の 3つがあったが，仮定 2.3は 2次の量で
ある V (Ci,j+1|Gi,j)をCi,jに比例すると考えている．これはチェーンラダー法を正当化するために
不可欠なものであったが，ほかの仮定に比べて必ずしも自然であるとはいえない．そこで αを任
意の固定された実数とし，仮定 2.3を次で置き換える：

仮定 3.1 各 j = 1, . . . , n − 1に対して正の定数 vjが存在し，任意の i = 1, . . . , nに対して次が
成立する：

V (Ci,j+1|Gi,j) = Cα
i,jvj．

注意 3.2 α = 1のとき，この仮定は仮定 2.3と一致する．

以下の議論では仮定 2.1，仮定 2.2，仮定 3.1の 3つを基に議論を進める．

3.2 点推定

点推定については，Mackモデルの場合とほぼ同じ結果が得られる．ただし，αを導入したため
チェーンラダー法とは必ずしも一致しない．

3.2.1 fjの推定

推定 3.3 j = 1, . . . , n − 1に対して，fjを次で推定する：

f̂j =
C1−α

1,j C1,j+1 + · · · + C1−α
n−j,jCn−j,j+1

C2−α
1,j + · · · + C2−α

n−j,j

．
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命題 3.4 j = 1, . . . , n− 1を固定し，和が 1であるようなBj可測な非負確率変数 λ1, . . . , λn−j

を用いて

λ1
C1,j+1

C1,j

+ · · · + λn−j
Cn−j,j+1

Cn−j,j

と書ける量を考えると，次が成立する：

(1) f̂jはこのように書ける．

(2) このように書ける量はすべて fjの不偏推定量である．特に f̂jは fjの不偏推定量である．

(3) 上のように書ける量のうち，f̂jは V (·|Bj)および V (·)を最小にする．この意味で f̂jは最
良推定量である．

3.2.2 vjの推定

推定 3.5 j = 1, . . . , n − 2に対して vjを

v̂j =
1

n − j − 1

n−j∑
i=1

C2−α
i,j

(
Ci,j+1

Ci,j

− f̂j

)2

で推定し，vn−1を

v̂n−1 = min

{
v̂2

n−2

v̂n−3

, v̂n−2, v̂n−3

}
.

で推定する．

命題 3.6 j = 1, . . . , n− 2に対してE[v̂j|Bj] = vjが成立する．したがってE[v̂j] = vjが成立す
る，すなわち v̂jは vjの不偏推定量である．

3.2.3 Ci,jの推定

推定 3.7 i + j = n + 2のとき，Ci,jを次で推定する：

Ĉi,j = Ci,n+1−if̂n+1−i · · · f̂j−1．

命題 3.8 i + j = n + 2のとき，次が成立する：

E[Ĉi,j|Bn+1−i] = E[Ci,j|D] = Ci,n+1−ifn+1−i · · · fj−1．

特にE[Ĉi,j] = E[Ci,j]である．
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3.3 区間推定：Mackの公式の拡張

この小節では本論文の主結果を述べる．
まず，各 i = 1, . . . , nに対して自然数 ji, kiは n + 1 − i 5 ji 5 ki 5 nを満たすとし，

S =
n∑

i=1

(Ci,ki
− Ci,ji

)

と定義する．Sは

Ŝ =
n∑

i=1

(Ĉi,ki
− Ĉi,ji

)

で推定でき（ただし Ĉi,n+1−i = Ci,n+1−iとおく），この推定量の平均 2乗誤差

mse Ŝ = E
[
(S − Ŝ)2

∣∣D]
を考える．

例 3.9 ji = n + 1 − i, ki = n (i = 1, . . . , n)のとき，Sは支払備金Rに一致する．

例 3.10 p + q = n + 2なる p, q = 1, . . . , nを取る．i ̸= pに対しては ji = ki = n + 1 − iとおき，
jp = n + 1 − p, kp = qとおくと

S = Cp,q − Cp,n+1−p

となり，mse Ŝ = mse Ĉp,qが成立する．

例 3.11 t = 1, . . . , n− 1とし，i = 1, . . . , tに対しては ji = ki = n + 1− iとおき，i = t + 1, . . . , n

に対しては ji = n − i + t, ki = n + 1 − i + tとおく．このとき

S =
n∑

i=t+1

(Ci,n+1−i+t − Ci,n−i+t)

となり，これは事故年度が t + 1, . . . , nの事故に対して t年後に支払うべき保険金を表す．

以上の例から，様々な興味深い値が Sの形で書けることが分かる．
記法の簡便のため，いくつか記号を用意する．i + j 5 n + 1のとき Ĉi,j = Ci,jとおく．f̂n = 1

とおく（推定 3.12から分かるように，実際には f̂nの値は最小 2乗誤差の公式には影響しない）．
i, l = 1, . . . , nに対して Âi,l, B̂lを

Âi,l =
v̂l

f̂2
l

(
1

Ĉ2−α
i,l

+
1∑n−l

m=1 C2−α
m,l

)
, B̂l =

v̂l

f̂2
l

∑n−l
m=1 C2−α

m,l

で定義し，φ̂i,lを

φ̂i,l =


Ĉi,ki

− Ĉi,ji
(n + 1 − i 5 l < ji),

Ĉi,ki
(ji 5 l < ki),

0 （それ以外）

で定義する．
次が本講演の主結果である：
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推定 3.12 mse Ŝを次で推定する：

n∑
i,l=1

φ̂2
i,lÂi,l + 2

∑
15i<i′5n

n∑
l=1

φ̂i,lφ̂i′,lB̂l．

これを例 3.9，例 3.10，例 3.11の場合に適用すると次の 3つの推定量を得る：

推定 3.13 i + j = n + 2のとき，mse Ĉi,jを次で推定する：

Ĉ2
i,j

j−1∑
l=n+1−i

Âi,l．

注意 3.14 α = 1, j = nのとき，これは推定 2.12と一致する．

推定 3.15 支払備金R =
∑n

i=2(Ci,n − Ci,n+1−i)に対して，mse R̂を次で定義する：

n∑
i=2

(
Ĉ2

i,n

n−1∑
l=n+1−i

Âi,l

)
+ 2

n∑
i=2

(
Ĉi,n

(
n∑

i′=i+1

Ĉi′,n

)(
n−1∑

l=n+1−i

B̂l

))
．

注意 3.16 α = 1のとき，これは推定 2.13と一致する．

推定 3.17 t = 1, . . . , n − 1とし，事故年度が t + 1, . . . , nの事故に対して t年後に支払うべき
保険金 S =

∑n
i=t+1(Ci,n+1−i+t − Ci,n−i+t)に対してmse Ŝを次で推定する：

n∑
i=t+1

n−i+t−1∑
l=n+1−i

X̂2
i,n+1−i+tÂi,l +

n∑
i=t+1

Ĉ2
i,n+1−i+tÂi,n−i+t

+ 2
n−1∑

i=t+1

min{i+t−1,n}∑
i′=i+1

n−i′+t−1∑
l=n+1−i

X̂i,n+1−i+tX̂i′,n+1−i′+tB̂l

+ 2
n−1∑

i=t+1

min{i+t−1,n}∑
i′=i+1

X̂i,n+1−i+tĈi′,n+1−i′+tB̂n−i′+t．

ただし，X̂i,j は事故年度 i，経過年数 jにおける単年度支払保険金の推定量であり，次で定義
される：

X̂i,j =

{
Ĉi,j − Ĉi,j−1 (j = 2, . . . , n),

Ĉi,1 (j = 1)．

特に t = 1のとき，mse Ŝを次で推定する：

n∑
i=2

Ĉ2
i,n+2−iÂi,n+1−i．
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