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当研究成果は，講演者が日新火災海上保険株式会社と九州大学との共同研究に携わ
る中で近藤宏樹氏（日新火災海上保険株式会社），谷口説男氏（九州大学大学院数理学
研究院）と共同で得たものである．

1. Wang変換による保険料算出原理
保険金の分布から保険料を算出する方法として，Wang [1]は現在Wang変換と呼ば

れる変換を用いる方法を提案した．
確率変数Xの分布関数をFXと書く．φ, Φをそれぞれ標準正規分布N(0, 1)の確率密

度関数，分布関数とする：φ(x) = (2π)−1/2 exp(−x2/2), Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(y) dy (x ∈ R)．

定義1.1（Wang変換）確率変数X，実数hに対して，

FWX,h
(x) = Φ

(
Φ−1

(
FX(x)

)
− h

)
(x ∈ R)

を満たす確率変数WX,hをXのWang変換と呼び，その期待値E[WX,h]を π(X, h)と
書く．

WX,0はXと同分布なのでπ(X, 0) = E[X]であり，π(X, h)はhに関して単調増加で
ある．Wangが提示した方法はXが保険金を表すときπ(X, h)を保険料とするものであ
り，パラメータhは正の実数を適切に選ぶ．

例1.2 Xが正規分布N(µ, σ2)に従うとすると，WX,hはN(µ + hσ, σ2)に従うことが
分かるので，π(X, h) = µ + hσである．

例1.3 Xが対数正規分布LN(µ, σ2)に従う，すなわちXが正値で log XがN(µ, σ2)
に従うとする（このときE[X] = exp(µ + σ2/2)である）と，WX,hはLN(µ + hσ, σ2)に
従うことが分かるので，π(X, h) = exp(µ + hσ + σ2/2)が成立する．

例1.4 Xが [a, b]上の一様分布に従うとき，πh(X) = a+(b−a)Φ
(
h/

√
2
)
が成立する．

2. Wang変換とHermite多項式
π(X, h)のMaclaurin展開の係数はHermite多項式を用いて表されることが分かる．

これが本講演の主定理である．

定義2.1 非負整数nに対して，Hermite多項式Hn(x)を次で定義する：

Hn(x) = (−1)nex2/2 dn

dxn
e−x2/2.

例えばH0(x) = 1, H1(x) = x, H2(x) = x2 − 1である．

確率変数Xに対してF −1
X (p) = inf{x ∈ R | FX(x) ≧ p}

(
p ∈ (0, 1)

)
と定義する．
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定理2.2 Xを確率変数とする．
(1) ZをN(0, 1)に従う確率変数とし，g = F −1

X ◦ Φとおくと，g(Z + h)はWX,hと同
分布である．特に，g(Z)はXと同分布である．

(2) 非負整数nに対して

an =
∫ ∞

−∞
g(z)Hn(z)φ(z) dz

とおくと，適切な可積分性の条件の下で次が成立する：

π(X, h) =
∞∑

n=0

an

n!
hn.

証明
(1) 任意のx ∈ Rに対して

FWX,h
(x) = Φ

(
Φ−1

(
FX(x)

)
− h

)
= P

(
Z ≦ Φ−1

(
FX(x)

)
− h

)
= P

(
Φ(Z + h) ≦ FX(x)

)
= P

(
F −1

X

(
Φ(Z + h)

)
≦ x

)
= P

(
g(Z + h) ≦ x

)
= Fg(Z+h)(x)

となるので，WX,hと g(Z + h)は同分布である．
(2) Hermite多項式の母関数

exp
(

tx − t2

2

)
=

∞∑
n=0

Hn(x) tn

n!

を用いることにより

π(X, h) = E[WX,h] = E[g(Z + h)] =
∫ ∞

−∞
g(z + h)φ(z) dz

=
∫ ∞

−∞
g(z)φ(z − h) dz =

∫ ∞

−∞
g(z) exp

(
hz − h2

2

)
φ(z) dz

=
∫ ∞

−∞
g(z)

( ∞∑
n=0

Hn(z)hn

n!

)
φ(z) dz =

∞∑
n=0

hn

n!

∫ ∞

−∞
g(z)Hn(z)φ(z) dz

=
∞∑

n=0

an

n!
hn

を得る．

注意 2.3 an = E[g(Z)Hn(Z)] = E[XHn(Z)]と書ける．また，a0 = E[X]であり，
E[Z] = 0, σ(Z) = 1より次が成立する：

0 ≦ a1 = E[XZ] = Cov(X, Z) ≦ σ(X).
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