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1. 多重ゼータ値に対する正規化定理

定義1.1 正の整数k1, . . . , kr (k1 ≧ 2)に対して，多重ゼータ値 ζ(k1, . . . , kr) ∈ Rを次
で定義する：

ζ(k1, . . . , kr) =
∑

m1>···>mr≧1

1

mk1
1 · · ·mkr

r

.

井原・金子・Zagier [1]は，k1 = 1の場合も含めたすべての正の整数k1, . . . , krに対して

定義される，多重ゼータ値の 2通りの正規化 ζ∗(k1, . . . , kr;T ), ζ
x(k1, . . . , kr;T ) ∈ R[T ]

を考案した．これらはともに

• k1 ≧ 2ならば ζ•(k1, . . . , kr;T ) = ζ(k1, . . . , kr) ∈ R (• ∈ {∗,x})，
• ζ•(1;T ) = T (• ∈ {∗,x})

を満たし，ζ∗(k1, . . . , kr;T )は例えば

ζ∗(1, 1;T ) =
∑

m1>m2≧1
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ζ∗(1;T )2 − 1

2
ζ∗(2;T ) =

1

2
T 2 − 1

2
ζ(2)

のような形式的な計算を念頭において定義されるものであり，ζx(k1, . . . , kr;T )は多重

ゼータ値の反復積分表示を念頭において定義されるものである．

A(u) ∈ R[[u]]を

A(u) = exp

(
∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n)un

)
で定義し，R線形写像ρ : R[T ] → R[T ]をR[T ][[u]]における等式

ρ(eTu) = A(u)eTu

で定義する．
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定理1.2（井原・金子・Zagier [1]，正規化定理） 任意の正の整数k1, . . . , krに対し

て，次が成立する：

ζx(k1, . . . , kr;T ) = ρ(ζ∗(k1, . . . , kr;T )).

例1.3 ρ(1) = 1, ρ(T ) = T , ρ(T 2) = T 2 + ζ(2)であり，

ζ∗(1, 1;T ) =
1

2
T 2 − ζ(2)

2
, ζx(1, 1;T ) =

1

2
T 2

なので確かに ζx(1, 1;T ) = ρ(ζ∗(1, 1;T ))が成立する．

2. 正規化定理の多項式拡張

定義2.1 正の整数 k1, . . . , krおよび • ∈ {∗,x}に対して，ζ•x(k1, . . . , kr;T ) ∈ R[x, T ]
を次で定義する：

ζ•x(k1, . . . , kr;T ) =
r∑

i=0

xk1+···+kiζ•(ki, . . . , k1;T )ζ
•(ki+1, . . . , kr;T ).

注意2.2 金子・Zagier [2]は ζ∗x(k1, . . . , kr;T ), ζ
x
x (k1, . . . , kr;T )にx = −1を代入した

ものを考察し，これらはどちらもRの元となり，Z/ζ(2)Z（Zは多重ゼータ値が張るQ
線形空間）の元としては一致することを証明した．このZ/ζ(2)Zの元を対称多重ゼー
タ値と呼ぶ．

Ax(u) ∈ R(x)[[u]]を

Ax(u) = exp

(
∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n)

xn + 1

(x+ 1)n
un

)

で定義し，R(x)線形写像ρx : R(x)[T ] → R(x)[T ]をR(x)[T ][[u]]における等式

ρx(e
Tu) = Ax(u)e

Tu

で定義する．

定理2.3（主定理） 任意の正の整数k1, . . . , krに対して，次が成立する：

ζxx (k1, . . . , kr;T ) = ρx(ζ
∗
x(k1, . . . , kr;T )).

例2.4 ρx(1) = 1, ρx(T ) = T , ρx(T
2) = T 2 + ζ(2)(x2 + 1)/(x+ 1)2であり，

ζ∗x(1, 1;T ) =
(x+ 1)2

2
T 2 − ζ(2)

2
(x2 + 1), ζxx (1, 1;T ) =

(x+ 1)2

2
T 2

なので確かに ζxx (1, 1;T ) = ρx(ζ
∗
x(1, 1;T ))が成立する．
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