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1 Dini微分とDenjoy-Young-Saksの定理
微分不可能な関数に対しては，微分係数の代わりに次のように Dini微分を考えることがで
きる：

定義 1.1 f : [0, 1] −→ R, x ∈ [0, 1]に対して，次のように定義する：

D+f(x) = lim sup
y↓x

f(y) − f(x)

y − x
, D+f(x) = lim inf

y↓x

f(y) − f(x)

y − x
(0 5 x < 1),

D−f(x) = lim sup
y↑x

f(y) − f(x)

y − x
, D−f(x) = lim inf

y↑x

f(y) − f(x)

y − x
(0 < x 5 1)．

これらを xにおける f のDini微分 (Dini derivatives)と呼ぶ．これらはR = R ∪ {±∞}の元
である．

D+f(x) = D+f(x)が成立するときこの共通の値を f ′
+(x)と書く (0 5 x < 1)．f ′

−(x)も同様
に定義する (0 < x 5 1)．D±(x), D±(x)のうち定義されるものがすべて等しいとき，この共
通の値を f ′(x)と書く．

x = 0, 1においてはDini微分のうちいくつかが定義されないため，以下では (0, 1)の点にお
けるDini微分を主に考える．

Dini微分に関する最も重要な定理の 1つが次のDenjoy-Young-Saksの定理である：

定理 1.2（Denjoy-Young-Saksの定理）
f : [0, 1] −→ Rとする．このとき，ほとんどすべての x ∈ (0, 1)に対して次のいずれかが成
立する：

(1) D+f(x) = D+f(x) = D−f(x) = D−f(x) ∈ R，すなわち f は xで微分可能．
(2) D+f(x) = D−f(x) ∈ R, D−f(x) = ∞, D+f(x) = −∞．
(3) D−f(x) = D+f(x) ∈ R, D+f(x) = ∞, D−f(x) = −∞．
(4) D±f(x) = ∞, D±f(x) = −∞．

注意 1.3 この定理では，fの連続性や可測性は仮定する必要がない．歴史的には最初にDenjoy,

Youngが独立に連続関数について示し，次にYoungが可測関数にまで拡張し，最後に Saksが
任意の関数について証明した．証明は例えば [2]の §3.5を参照．

Denjoy-Young-Saksの定理の威力を実感するため，この定理から直ちに従う 2つの系を述
べる．

系 1.4 f : [0, 1] −→ Rが単調増加ならば，ほとんどすべての x ∈ (0, 1)において f は微分可能
である．
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証明 任意の x ∈ (0, 1)に対してD±f(x), D±f(x) = 0なので，Denjoy-Young-Saksの定理で
(2), (3), (4)が成立することはない．これより系が従う．

系 1.5 任意の f : [0, 1] −→ Rに対して集合 {x ∈ (0, 1) | f ′(x) = ∞}は零集合である．

証明 f ′(x) = ∞なる x ∈ (0, 1)ではDenjoy-Young-Saksの定理の (1), (2), (3), (4)のいずれも
成立しないことから系が従う．

2 Denjoy-Young-Saksの定理の変形

2.1 Denjoy-Young-Saksの定理の変形と典型的連続関数

Denjoy-Young-Saksの定理は次の形をしていた：

任意の f : [0, 1] −→ Rについて，ほとんどすべての x ∈ (0, 1)に対して，……．

これを次のように変形すると，結論はどのように変えるべきであろうか：
(a) ほとんどすべての x ∈ (0, 1)について，任意の f : [0, 1] −→ Rに対して，……．
(b) 任意の x ∈ (0, 1)について，ほとんどすべての f : [0, 1] −→ Rに対して，……．
(c) ほとんどすべての f : [0, 1] −→ Rについて，任意の x ∈ (0, 1)に対して，……．
(d) ほとんどすべての f : [0, 1] −→ Rについて，ほとんどすべてのx ∈ (0, 1)に対して，……．
(e) ほとんどすべてのx ∈ (0, 1)について，ほとんどすべての f : [0, 1] −→ Rに対して，……．

まず，一般の f : [0, 1] −→ Rを考えるのは非常に難しいので，以下では連続関数に限って
考察することにする．連続な f : [0, 1] −→ R全体の集合をCとし，上限ノルムによって Cを
Banach空間とみなす．このとき「ほとんどすべての f ∈ C」は次のように解釈する：

定義 2.1 典型的 (typical)な f ∈ Cがある性質P を満たすとは，稠密な開集合Un ⊂ C (n ∈ N)

が存在して，任意の f ∈
∩∞

n=1 Unが性質 P を満たすことをいう．

Baireのカテゴリー定理によって，Un ⊂ C (n ∈ N)が稠密な開集合ならば
∩∞

n=1 Unは稠密
である．また，任意の n ∈ Nに対して典型的な f ∈ C が性質 Pnを満たすならば，典型的な
f ∈ Cは任意の n ∈ Nに対して性質 Pnを満たす．
典型的な f ∈ Cの性質を調べる際には区分的に線形な関数や C1級関数がよく用いられる．
ここで f ∈ Cが区分的に線形 (piecewise linear)であるとは，[0, 1]の分割 0 = a0 < a1 < · · · <

an = 1が存在して

f(x) =
f(aj) − f(aj−1)

aj − aj−1

(x − aj−1) + f(aj−1) (aj−1 5 x 5 aj, j = 1, . . . , n)

が成立することをいう．区分的に線形なCの元全体の集合をPLと書き，C1級なCの元全体の
集合をC1と書く．PL, C1はCの稠密な線形部分空間であり，f ∈ PLならばf ′

+(x) (0 5 x < 1),

f ′
−(x) (0 < x 5 1)が存在する．
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Cの開球，閉球をそれぞれ

B(f, r) =
{
g ∈ C

∣∣ ∥g − f∥ < r
}
, B(f, r) =

{
g ∈ C

∣∣ ∥g − f∥ 5 r
}

(f ∈ C, r > 0)

と書く．
以下の議論で写像C × [0, 1] −→ R, (f, x) 7−→ f(x)が連続であることをしばしば用いる．こ
の連続性は不等式 |f(x) − f0(x0)| 5 |f0(x) − f0(x0)| + ∥f − f0∥から従う．

2.2 (a)について

(a)については意味のある定理は存在し得ないことが次の命題から分かる：

命題 2.2 d±, d± ∈ Rが d+ 5 d+, d− 5 d−を満たすならば，任意の x ∈ (0, 1)に対してある
f ∈ Cが存在して，D±f(x) = d±, D±f(x) = d±が成立する．

証明 まず，d ∈ Rに対して連続関数 φd : [0,∞) −→ Rを

φd(x) =


√

x (d = ∞),

dx (d ∈ R),

−
√

x (d = −∞)

で定義すると φd(0) = 0, (φd)
′
+(0) = dが成立することに注意する．

d±, d± ∈ Rを命題のように取り，x0 ∈ (0, 1)とすると，

f(x) =


φd+(x − x0) sin2 1

x−x0
+ φd+

(x − x0) cos2 1
x−x0

(x0 < x 5 1),

0 (x = x0),

φd−(x0 − x) sin2 1
x0−x

+ φd−
(x0 − x) cos2 1

x0−x
(0 5 x < x0)

で定義される f ∈ CはD±f(x0) = d±, D±f(x0) = d±を満たす．

注意 2.3 同様の証明により，d+, d+ ∈ Rが d+ 5 d+を満たすならば，ある f ∈ Cが存在して，
D+f(0) = d+, D+f(0) = d+が成立することが分かる．x = 1においても同様である．

2.3 (b), (e)について

(b), (e)については次の命題が成立する：

命題 2.4 任意の x ∈ (0, 1) について，ほとんどすべての f ∈ C に対して D±f(x) = ∞,

D±f(x) = −∞が成立する．

証明 対称性より，次を証明すれば十分である：任意の x ∈ (0, 1)に対して，ほとんどすべての
f ∈ Cに対してD+f(x) = ∞が成立する．以下 x0 ∈ (0, 1)を 1つ取って固定する．

n−1 < 1 − x0を満たす各 n ∈ Nに対して，次の条件を満たす f ∈ C全体の集合を Anとす
る：ある h ∈ (0, n−1)が存在して f(x0 + h)− f(x0) > nhが成立する．命題を示すには，Anが
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すべて稠密な開集合であることを証明すればよい．以下 n−1 < 1 − x0を満たす n ∈ Nを 1つ
取って固定する．

Anが開集合であることは，各 h ∈ (0, n−1)に対して {f ∈ C | f(x0 + h) − f(x0) > nh}が開
集合であることから従う．

Anが稠密であることを示すには，任意の f ∈ PL, ε > 0に対して B(f, ε) ∩ An ̸= ∅であ
ることを証明すればよい．φ ∈ PLを ∥φ∥ < ε, φ′

+(x0) > n − f ′
+(x0)を満たすように取ると，

(f + φ)′+(x0) = f ′
+(x0) + φ′

+(x0) > nなので f + φ ∈ Anであり，∥φ∥ < εより f + φ ∈ B(f, ε)

であることも分かる．

注意 2.5 同様の証明により，ほとんどすべての f ∈ C に対して D+f(0) = D−f(1) = ∞,

D+f(0) = D−f(1) = −∞が成立することが分かる．

2.4 (c)について

(c)については次の命題が成立する：

命題 2.6（Banach, Jarńık, Mazurkiewicz）
典型的な f ∈ Cについて，任意の x ∈ (0, 1)に対して次のいずれかが成立する：
• D+f(x) = ∞, D−f(x) = −∞, D+f(x) 5 D−f(x)．
• D−f(x) = ∞, D+f(x) = −∞, D−f(x) 5 D+f(x)．

この命題を示すため，補題をいくつか準備する．

補題 2.7 Xを位相空間とし，Y をコンパクトな位相空間とする．このとき，UがX × Y の開
部分集合ならば，

∩
y∈Y {x ∈ X | (x, y) ∈ U}は開集合である．

証明 A =
∩

y∈Y {x ∈ X | (x, y) ∈ U}とおき，任意の x ∈ Aを取る．各 y ∈ Y に対し
て (x, y) ∈ Vy × Wy ⊂ U なる開集合 Vy ⊂ X, Wy ⊂ Y が存在する．Y =

∪
y∈Y Wy なの

で，Y のコンパクト性よりある y1, . . . , yn ∈ Y が存在して
∪n

j=1 Wyj
= Y となる．このとき

x ∈
∩n

j=1 Vyj
⊂ Aなので，Aが開集合であることが従う．

補題 2.8 典型的な f ∈ Cについて，任意の x ∈ [0, 1)に対してD+f(x) = ∞またはD+f(x) =

−∞が成立する．

証明 各n ∈ Nに対して，次の条件を満たすf ∈ C全体の集合をAnとする：任意のx ∈ [0, 1−n−1]

に対してある h ∈ (0, n−1)が存在して，|f(x + h) − f(x)| > nhが成立する．補題を示すには，
Anがすべて稠密な開集合であることを証明すればよい．以下 n ∈ Nを 1つ取って固定する．

Anが開集合であることは，各 h ∈ (0, n−1)に対して{
(f, x) ∈ C × [0, 1 − n−1]

∣∣ |f(x + h) − f(x)| > nh
}

が開集合であることと補題 2.7から従う．
Anが稠密であることを示すには，任意の f ∈ PL, ε > 0に対してB(f, ε) ∩ An ̸= ∅である
ことを証明すればよい．f の傾きの絶対値の最大値をM とし，2mε > n + M なるm ∈ Nを
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取る．φ ∈ PLは周期m−1の周期関数で，φ(x) = ε− ε|2mx− 1| (0 5 x 5 m−1)を満たすもの
とする．このとき ∥φ∥ = εなので f + φ ∈ B(f, ε)であり，任意の x ∈ [0, 1 − n−1]に対して

|(f + φ)′+(x)| = |f ′
+(x) + φ′

+(x)| = |φ′
+(x)| − |f ′

+(x)| = 2mε − M > n

なので f + φ ∈ Anを得る．

補題 2.9 典型的な f ∈ Cについて，任意の x ∈ (0, 1)に対して次が成立する：

[D+f(x), D+f(x)] ∪ [D−f(x), D−f(x)] = R．

証明 n = 2, p < qなる各 n ∈ N, p, q ∈ Qに対して，次の条件を満たす f ∈ C全体の集合を
An,p,qとする：任意の x ∈ [n−1, 1 − n−1]に対してある h ∈ (−n−1, n−1) \ {0}が存在して，

p <
f(x + h) − f(x)

h
< q

が成立する．補題を示すには，An,p,qがすべて稠密な開集合であることを証明すればよい．以
下 n, p, qを 1組取って固定する．

An,p,qが開集合であることは，各 h ∈ (−n−1, n−1) \ {0}に対して{
(f, x) ∈ C × [n−1, 1 − n−1]

∣∣∣∣ p <
f(x + h) − f(x)

h
< q

}
が開集合であることと補題 2.7から従う．

An,p,qが稠密であることを示すには，任意の f ∈ C1, ε > 0に対してB(f, ε) ∩ An,p,q ̸= ∅で
あることを証明すればよい．M = ∥f ′∥とし，nより大きなm ∈ Nを

(p, q) ⊂
[
−4

3
mε + M,

4

3
mε − M

]
となるように取って φ ∈ Cを φ(x) = ε sin 2πmxで定義する．このとき ∥φ∥ = εより f + φ ∈
B(f, ε)なので，f + φ ∈ An,p,q であることを証明すればよい．x0 ∈ [n−1, 1 − n−1]を任意に
取って

S =

{
(f + φ)(x0 + h) − (f + φ)(x0)

h

∣∣∣∣ h ∈ (−n−1, n−1) \ {0}
}

とおいたとき，S ∩ (p, q) ̸= ∅であることを示せばよいが，M の取り方と写像

h 7−→

{
(f+φ)(x0+h)−(f+φ)(x0)

h

(
h ∈ (−n−1, n−1) \ {0}

)
,

(f + φ)′(x0) (h = 0)

の連続性から，Sが−4
3
mε + M 以下の数と 4

3
mε − M 以上の数を元に持つことを証明すれば

十分である．さらに，各 h ∈ (−n−1, n−1) \ {0}に対して

φ(x0 + h) − φ(x0)

h
− M 5 (f + φ)(x0 + h) − (f + φ)(x0)

h
5 φ(x0 + h) − φ(x0)

h
+ M
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であることから，集合

T =

{
φ(x0 + h) − φ(x0)

h

∣∣∣∣ h ∈ (−n−1, n−1) \ {0}
}

が−4
3
mε以下の数と 4

3
mε以上の数を元に持つことを証明すれば十分である．

k = ⌊mx0⌋とおくと，x0 ∈ [n−1, 1 − n−1] ⊂ (m−1, 1 − m−1)より k = 1, . . . ,m − 2である．
k/m 5 x0 < (2k + 1)/2mすなわち 2kπ 5 2πmx0 < (2k + 1)πのとき，

−n−1 <
4k − 1

4m
− x0 < 0 <

4k + 3

4m
− x0 < n−1

であり，φ(x0) = 0であることに注意すると

T ∋
φ
(

4k+3
4m

)
− φ(x0)

4k+3
4m

− x0

5 −ε − 0
4k+3
4m

− x0

5 −ε
4k+3
4m

− k
m

= −4

3
mε,

T ∋
φ
(

4k−1
4m

)
− φ(x0)

4k−1
4m

− x0

= −ε − 0
4k−1
4m

− x0

= −ε
4k−1
4m

− 2k+1
2m

=
4

3
mε

なのでよい．(2k +1)/2m 5 x0 < (k +1)/mすなわち (2k +1)π 5 2πmx0 < 2(k +1)πのとき，

−n−1 <
4k + 1

4m
− x0 < 0 <

4k + 5

4m
− x0 < n−1

であり，φ(x0) 5 0であることに注意すると

T ∋
φ
(

4k+1
4m

)
− φ(x0)

4k+1
4m

− x0

5 ε − 0
4k+1
4m

− x0

5 ε
4k+1
4m

− k+1
m

= −4

3
mε,

T ∋
φ
(

4k+5
4m

)
− φ(x0)

4k+5
4m

− x0

= ε − 0
4k+5
4m

− x0

= ε
4k+5
4m

− 2k+1
2m

=
4

3
mε

なのでよい．

対称性より，補題 2.8, 2.9から命題 2.6が従う．

次の意味で，命題 2.6は逆も成立する：

命題 2.10（Preiss）
d±, d± ∈ Rは次のいずれかを満たすとする：
• d+ = ∞, d− = −∞, d+ 5 d−．
• d− = ∞, d+ = −∞, d− 5 d+．

このとき，典型的な f ∈ Cに対して，ある x ∈ (0, 1)が存在してD±f(x) = d±, D±f(x) = d±

が成立する．

証明は [5]を参照．
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2.5 (d)について

(d)については次の命題が成立する：

命題 2.11（Jarńık）
典型的なf ∈ Cについて，ほとんどすべてのx ∈ (0, 1)に対してD±f(x) = ∞, D±f(x) = −∞
が成立する．

証明は [1]を参照．

3 典型的連続関数の結び目点

3.1 典型的連続関数の結び目点

前節ではD±f(x) = ∞, D±f(x) = −∞という条件がしばしば現れた．このような条件を満
たす点を結び目点と呼ぶ．

定義 3.1 x ∈ [0, 1]が f ∈ Cの結び目点 (knot point)であるとは，
• x ∈ (0, 1)のときはD±f(x) = ∞, D±f(x) = −∞が成立することをいう．
• x = 0のときはD+f(x) = ∞, D+f(x) = −∞が成立することをいう．
• x = 1のときはD−f(x) = ∞, D−f(x) = −∞が成立することをいう．

f の結び目点でない [0, 1]の点全体の集合をN(f)と書く．

定理 3.2（定理 2.11の言い換え）
典型的な f ∈ Cに対して，N(f)は零集合である．

3.2 N(f)の小ささ

定理 3.2より，典型的な f ∈ Cに対して，N(f)は Lebesgue測度の意味で小さいことが分か
る．これを一般化して，いかなる意味において「典型的な f ∈ Cに対してN(f)は小さい」と
いえるかを考える．「小さい集合全体の族」を定式化したのが次の σイデアルである：

定義 3.3 [0, 1]上のσイデアル (σ-ideal)とは，[0, 1]の部分集合族 Iであって以下の条件を満
たすものをいう：

(1) ∅ ∈ I．
(2) A ∈ I, B ⊂ AならばB ∈ I．
(3) An ∈ I (n ∈ N)ならば

∪∞
n=1 An ∈ I．

Preiss, Zaj́ıčekは，[0, 1]上の σイデアル Iで典型的な f ∈ Cに対してN(f) ∈ Iとなるもの
の特徴づけを与えた．その定理を述べるために [0, 1]の閉集合全体の族に距離を導入する．

定義 3.4 [0, 1]の閉集合全体の族をKと書き，K,L ∈ Kに対して d(K,L) ∈ [0, 1]を次のよう
に定義する：K,L ̸= ∅のときは

d(K,L) = inf{r > 0 | B(K, r) ⊃ L, B(L, r) ⊃ K}
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とし，K = ∅または L = ∅のときは

d(K,L) =

{
1 （K, Lのちょうど 1つが空集合），

0 (K = L = ∅)

とする．このとき dはK上の距離となり，Hausdorff距離 (Hausdorff metric)と呼ばれる．

命題 3.5 Hausdorff距離 dによってKはコンパクト距離空間（したがって完備距離空間）に
なる．

証明は例えば [3, Theorem 4.26]を参照．

このK上の位相を用いて，Preiss, Zaj́ıčekの定理は次のように述べられる：

定理 3.6（Preiss, Zaj́ıček [6]）
[0, 1]上の σイデアル Iについて次は同値である：
(1) 典型的な f ∈ Cに対してN(f) ∈ Iが成立する．
(2) 稠密な開集合 Un ⊂ K (n ∈ N)が存在して，

∩∞
n=1 Un ⊂ Iが成立する．

注意 3.7 この定理の (2)の条件は定義 2.1の典型的連続関数の定義と対応している．一般に
位相空間X の部分集合 S が残留的 (residual, comeagre)であるとは，稠密な開集合 Un ⊂ X

(n ∈ N)が存在して，
∩∞

n=1 Un ⊂ S が成立することをいう．この用語を用いると，典型的な
f ∈ Cがある性質 P を満たすとは，P を満たす f ∈ C全体の集合が残留的であるということ
であり，上の定理の (2)の条件は I ∩ K ⊂ Kが残留的であるということである．

注意 3.8 定理 3.6の (1)の条件を満たす I としては，Lebesgue零集合全体，閉包が内点を持
たないような集合の可算個の和集合で書けるような集合（このような集合をやせた (meagre)

集合という），Hausdorff次元が 0の集合全体などがある．特に定理 3.6から定理 2.11が従うこ
とが分かる．

3.3 主定理：N(f)の性質

定理 3.6は，[0, 1]上の σイデアル Iに対して「典型的な f ∈ Cに対してN(f) ∈ I」となる
ための必要十分条件を与えている．次の定理はこの定理を拡張し，[0, 1]の任意の部分集合族
Sに対して「典型的な f ∈ Cに対してN(f) ∈ S」となるための必要十分条件を与えるもので
ある：

定理 3.9（主定理，Preiss, S. [4]）
[0, 1]の部分集合族 Sについて次は同値である：
(1) 典型的な f ∈ Cに対してN(f) ∈ S．
(2) 稠密な開集合Un ⊂ KN (n ∈ N)が存在して，任意の (Kn) ∈

∩∞
n=1 Unに対して

∪∞
n=1 Kn ∈ S

が成立する．

証明は [7, Theorem 4.1.2]を参照．

8



定理 3.9の (2)では，Sの元のうち閉集合の可算個の和集合で書けるような集合（このよう
な集合をFff集合 (Fσ set)という）しか考察していない．これが妥当であることは，次の命題
のようにN(f)と書ける集合はそのようなものしかないことから分かる：

命題 3.10 任意の f ∈ Cに対して，N(f)は閉集合の可算個の和集合で書ける．

証明 f ∈ Cを 1つ取って固定する．対称性より {x ∈ [0, 1) | D+f(x) < ∞}が閉集合の可算個
の和集合で書けることを証明すれば十分であり，これは

{x ∈ [0, 1) | D+f(x) < ∞} =
∞∪

n=1

∩
h∈(0,n−1)

{x ∈ [0, 1 − n−1) | f(x + h) − f(x) 5 nh}

から分かる．

定理 3.6, 3.9を比べると次の命題が成り立つことが分かる：

命題 3.11 [0, 1]上の σイデアル Iについて次は同値である：
(1) 稠密な開集合 Un ⊂ K (n ∈ N)が存在して，

∩∞
n=1 Un ⊂ Iが成立する．

(2) 稠密な開集合Un ⊂ KN (n ∈ N)が存在して，任意の (Kn) ∈
∩∞

n=1 Unに対して
∪∞

n=1 Kn ∈ I
が成立する．

この命題自体は定理 3.6, 3.9よりもはるかに簡単に証明できる．証明は [7, Proposition 3.3.4]

を参照．
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