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多重ゼータ値とその正規化

arXiv:1808.06745に論文あり．アブストラクトよりわずかに一般化．

定義 1.1（多重ゼータ値）
正の整数 k1, . . . , kr (k1 ≧ 2)に対して，

ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

m1>···>mr≧1

1

mk1
1 · · ·mkr

r

∈ R.

正規化（井原・金子・Zagier）：
すべての正の整数 k1, . . . , krに対して，次を満たすような
ζ∗(k1, . . . , kr;T ), ζ

x(k1, . . . , kr;T ) ∈ R[T ]を定義：
k1 ≧ 2ならば ζ•(k1, . . . , kr;T ) = ζ(k1, . . . , kr) ∈ R (• ∈ {∗,x})，
ζ•(1;T ) = T (• ∈ {∗,x})，
ζ∗(k1, . . . , kr;T )は ∗積（調和積，スタッフル積）を満たし，
ζx(k1, . . . , kr;T )はx積（シャッフル積）を満たす．



多重ゼータ値に対する正規化定理

A(u) := exp

( ∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n)un

)
∈ R[[u]].

ρ : R[T ] → R[T ]は次を満たす R線形写像：

ρ(eTu) = A(u)eTu in R[T ][[u]].

定理 1.2（正規化定理，井原・金子・Zagier）
任意の正の整数 k1, . . . , krに対して，

ζx(k1, . . . , kr;T ) = ρ(ζ∗(k1, . . . , kr;T )).



正規化の多項式拡張

定義 2.1
正の整数 k1, . . . , krおよび • ∈ {∗,x}に対して，

ζ•x,y(k1, . . . , kr;T )

:=

r∑
i=0

xk1+···+kiyki+1+···+krζ•(ki, . . . , k1;T )ζ
•(ki+1, . . . , kr;T )

∈ R[x, y, T ].

y = 1：アブストラクト．
x = 0, y = 1：前述の ζ•(k1, . . . , kr;T )と一致．
x = −1, y = 1：mod ζ(2)すると対称多重ゼータ値（金子・Zagier）．



正規化定理の多項式拡張

Ax,y(u) := exp

( ∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n)

xn + yn

(x + y)n
un

)
∈ R(x, y)[[u]].

ρx,y : R(x, y)[T ] → R(x, y)[T ]は次を満たす R(x, y)線形写像：

ρx,y(e
Tu) = Ax,y(u)e

Tu in R(x, y)[T ][[u]].

定理 2.3（主定理）
任意の正の整数 k1, . . . , krに対して，

ζxx,y(k1, . . . , kr;T ) = ρx,y(ζ
∗
x,y(k1, . . . , kr;T )).


